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Laboratorio | Disconnessione di un grafo Applicazione dei Grafi

DESCRIZIONE DEL PROBLEMA

Il problema della connessione di un grafo € una misura importante ddl'afidabilita e ddla
dabilitadi unarete

L'arc connectivity di un grafo connesso € il minimo numero di archi la cui rimozione dd
grafo lo disconnette in uno o piti component.

Il problema che ci proponiamo di afrontare € qudlo di trovare un dgoritmo per risolvere il
problema ddl'arc connectivity per un grafo non orientato.

Diamo, in primo luogo, dcune definizioni:

un disconnecting set € un inseme di archi la cui cancdlazione dd grafo lo disconnette in
due o piu componenti. Per tde motivo, l'arc connectivity dd grafo ugueaglia la minima
cadindita di ogni disconnecting set: definiamo questo indeme di achi come il mnmo
disconnecting set.

L'arc connectivity di una coppia di nodi i e j € il minimo numero di achi la cui rimozione
dd grafo disconnette questi due nodi. Rgppresentiamo la coppia di nodi i ej come [i,]j] e
l'arc connectivity di questa coppia come @[ i , j] . Poniamo anche a( G ) denotante |'arc
connectivity dd grafo G.

Di conseguenza,

a(G)=min{ali,j]:[i,j]T NxN}

Riportiamo dcune proprieta eementari riguardati |'arc connectivity di un grefo:
a 4ai,j]=4a[],i] perogni coppiad nod [i,]];
b I'arc connectivity dd grafo non puo eccedereil grado minimo dei nodi dd grafo, cioe
a(G)E éminig
C) ogn disconnecting set minimo partizionail grafo in esattamente due component;
d [l'arc connectivity di uno spanning tree éugudead 1;

€ l'arc connectivity d unociclo eugudead 2.

Denctiamo con d il grado minimo di un nodo ndl grafo e Sap un nodo con grado uguae ad.
Laproprieta (b) implicache@(G) £ d £ ém/nQ.
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Laboratorio | Disconnessione di un grafo Applicazione dei Grafi

Dd momento che un disconnecting set minmo patizona lindeme d nod in esdtamente
due componenti ST N e S'1 N - S, possamo rappresentare questo taglio con la notazione
[S, S"]. Assumiamo, senzadcuna perditadi generdit3, cheil nodo pi S

Definiamo la cgpacita di ogni arco dd grafo ugude ad 1, condderiamo ogni taglio st
(sorgente-pozzo) | S, S ] nd grafo. DA momento che ogni arco ha capacita 1, la capacita di
questo taglio ¢ |( S, S )] ( éugude d numero di archi nd taglio). Sccome ogni cammino dd
nodo s d nodo t contiene dmeno un aco in (S, S ), la rimozione degli achi in (S S )
disconnette tutti i cammini dd nodo s d nodo t Di conseguenza, il grafo contiene un
disconnecting set di archi di cardindita ugude dla capaditadi ogni tagliost[ S, _S].

[l teorema massimo flusso - minimo taglio implica immediatamente che il massmo fluso da
sat u gao G ugugia il numero minimo di achi la cui rimozione disconnette tutti i
cammini dal nodo sd nodo't.

In base a queste condderazioni, per determinare |'arc connectivity d un grafo bisogna
risolvere un problema di masimo flusso di capacita unitaria tra ogni coppia di nodi (variando |
nodi sorgente e pozzo); il valore minimo tratutti questi fluss ea( G ).

Andizziamo gli dgoritmi di massmo flusso che conosciamo:

Algoritmo Complessita Condderazioni
a) matiene un flusso anmisshile ed amenta i fluss
FdRilkemn | o) | B et el et

Labdling c) la complesitd e pseudopolinomide (esssndo U un
dato di input dd problema): I'dgoritmo in pratica non €
molto efficiente. Inoltre se i pes degli achi ONO nuMeri
iraziondi, l'dgoritmo opera una sequenza infinita  di

aumenti di fluso convergente a vdori divers  ddla
grafo soluzione ottima;
a) implementazione  secide  ddldgoitmo  di Ford
Fulkerson;
b) aumenta i fluss lungo i cammini piu brevi dd nodo s
d nodo t sul gafo resdude;
c) rdaivamente semplice da implementale e molto
efficientein pratica

Dinic a) pate da una soluzione ammisshile e codruisce
. soluzioni migliori fino a giungere aquela ottima;
Distance |bel o m b) codruisce una sottorete della rete detta rete Stratificata
e cacola un flusso massmade su tae sottorete.

U max capcita

di un arco sul

Edmonds-Karp o’ m
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Dd momento che il problema di massimo flusso riguarda un grafo di capedita unitaria degli
archi, la complessta ddl'dgoritmo di FordFulkerson, che sgppiamo essare O(nmU), essendo
U=1 diventa O(nm) che rgppresentala complessita migliore tragli agoritmi esamindti.

Per determinare I'arc connectivity di un grafo dobbiamo applicare tde dgoritmo tra ogni
coppiadi nodi, per cui I'dgoritmo avra unacomplessta O(r? ) xO(nm) e quindi O(° m).

Tuttavia questo approccio puo essere facilmente migliorato di un fattore di n effettuando la

seguente considerazione.

Consideriamo un nodo k T S” edil nodo p 1 S con grfo minimo nel grafo. D momento
cheil tagio [ S, S” ] disconnette i nodi p e k, la minma cardindita dell'inseme di archi che
disconnettera questi duenodi @ pidl [ S, S™ ]|, cio&

a[pkl£[S, S
Ossarviamo indltre che [ S S ] é il disconnecting set minimo dd grafo, per cui abiamo
che:

apkl* s, S
Ddle due precedenti relazioni otteniamo che:

a[p,k]=[[S .S
Quindi secacoliamod[ p,j ] per ogni j, il minimo traquesti numeri éugudead @] G ], doe

a[G]=min{a[p,j]:jT N-{p}}

Le congderazioni precedenti c permettono di  determinare  I'arc  connectivity dd grafo
risolvendo (n - 1) problemi di massimo flusso di capacita unitaria richiedendo O(rf m) tempo.
Tuttavia l'dgoritmo di Ford-Fulkerson, in questo caso, effettua d piu émnd aumenti di fluso
per risolvere ogni problema di flusso massmo ( perché il grado dd nodopeé d £ ém/nl) e
richiedera O(n/n) tempo per cui la.complessita dell'algoritmo di arc connectivity & O(m?).
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Il problema dd flusso massmo

Flusso e valore dd flusso, taglio e capacita del taglio

Sa G = (N, A) un grafo orientato che abbia un nodo origine S e un nodo dedtinazione t, e U
cui Saddfinito il vettore u =[u;] delle capacita superiori degli archi, che ipotizziamo intere.

Il problema di flusso massmo condge nd determinare la massma quantita di fluso
invisbile in G da s a t, 9 vuole cioe determinare un flusso armisshile x la cui vaiabile di
bilando v, detta valore del flusso, Samassmand nodo t: h=v, equindi b=v.

Introduciamo dcune proprita Un taglio (Ns , N, ) € detto taglio ammissbile, o
semplicemente taglio, se s T Ny et T N, . Ricordiamo che linseme A" (N, , N ) degli archi
diretti equelo A (Ns,N,) degli archi invers dd taglio (Ns, N,) sono rispettivamente:

AT(NGND) = {0 AT NG, T NG AT (NS N) = {3)T AT NG T N

Ad ogni taglio (N; , N ) associamo la capacita del taglio UNs , N ) € dao un flusso x, il
flusso del taglio x(Ns, N: ) cos definiti:

U, N) =R, XNsNt)=a -a x
(DT A" (Ns Ny) (DT A"(Ns.N) @D A (Ns No)
Teorema l
Dato un flusso ammissibile x* di valore v*, per ogni taglio (Ns, N;) risulta:
Ve =x" (Ns, N)
Dim.
Ladimogdrazione éimmediatar basta sommare traloro i vincoli di conservazione ddl flusso
corrigpondenti a nodi di N; .
Teorema 2
Sax* unasoluzioneammissibiledi valore v* , esia (Ns, N ) untaglio. S ha:
vE = X (NG ND) £ U(Ns, N)
Inoltre, sev* = u(Ns, N ), allorail flusso e massimo ed il taglio ha capacita minima.
Dim.

Laproprietav* =x*(Ns, N, ) deriva dd teorema precedente. Inoltre:

o} o [*] o o
x* (NS,Nt): a Xij* - a Xij* £ a Ui - a Xij* £ a U £
(LT A" (Ns No) (DT A (Ns,No) (T AT(NGN) - (DT A (Ns,Ny) (DT A" (Ns Ny
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£ & uN.,N)

Sev: = x*(Ns, No)= u(Ns, N) segue che, per ogni arco diretto §j) T A" (Ns N ), il flusso
& X;*= u; mentre, per ogni arco inverso ) T A (N N), il flusso & x;*= 0. Se esstesse un
flusso X' divdoreVv >v, 9 avrebbe v > u(N; N, ), che e assurdo per il Teorama 1.

Un'dtraformulazione ddl Teorema precedente € la seguente:

Teorema (MinCut-MaxFlow). Dato un grafo orientato, sui cui archi siano definite delle
capacita non negative, e dati un nodo origine s ed un nodo destinazione t, il massimo valore
dei fluss ammissibili dasat éuguale alla minima delle capacita del tagli ammissibili.

Nel seguito mosireremo che esigte un taglio (Nt ,N*) per cui € v+ = u(N N*), dove con v+
indichiamo il vaore dd flusso massmo.

Cammini aumentanti

Dao un cammino (semplice) Py d G tra s e t, 9 patizioni lindeme da suoi achi na due
insemi P" e P, contenenti rispettivamente gli archi orientati in modo concorde con il verso dd
canmino da s a t, deti achi concordi, e gli achi orientai in modo discorde, detti archi
discordi:

P*={(ij) P:i precedej nd versodasat}, P ={(ij) P:i seguej nd verso dasat}.

Sa x un flusso anmisshbile di vdore v; ddlingeme degli achi A S possono sdezionare due
sottoinsemi disgiunti A" (x) e A (X), detti rispettivamente insieme degli archi non saturi e
insieme degli archi non vuoti:

A ={0)T Ax<u L, A®={0)T Ax>0.

Un cammino Py € detto cammino di flusso aumentante (0 cammino aumentante) da s a t

rdaivamentea x se P* i A*(x)e P 1 A (), doé se tutti i suoi archi concordi Sono non satui

etutti i suoi archi discordi Sono non vuati. Il valore g( Py, X):

(P« ) =min{min{ u; - x;: ()T P}, min{%: ()T P}},
& detto la capacita dd cammino aumentante Px. E immediato verificare che q( P, X) > 0.
Avendo supposto che le cgpacita sono intere, s X € un vettore intero dlora anche g( Ps, X) €
un intero per ogni cammino aumentante dasart.
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Esempio

Xj » Uij

OO

L'inseme degli achi non saturi & A" (X) = {(L3), (23),(24)}, e quello degli archi non vuoti
e A ¥= Al canmino Py = {(13), (23), (24)} € formao ddlingeme degli archi concordi
P" = {(13), (24)} e da qudlo degli achi discordi P = {(23)}; € un cammino aumentante di
cgpacita  q(P14)=min{min{1,3}, min{1}} =1.

Un canmino aumentante raivamente a x, Py , pamete la determinazione di un nuovo
fluso ammisshile di vadore maggiore semplicemente incrementando dd vaore g( Ps , X) |l
flusso su ogni arco concorde (ij) T P, e decrementando ddlo stesso vaore il flusso su ogni
arco (ij)T P .1l nuovoflusso X, di vdoreV' = v+ g( Py, X), € dato da:

% +q(PstX), (i)l P,
Xij = % -oPstx), =(ijl P,
%j » e@ij)l P
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DESCRIZIONE DELL'ALGORITMO

Determinazione di un flusso massmo

Definiamo  un dgoritmo per la determinazione di un flusso massmo. Tde dgoritmo parte
da un fluso nullo ¢ ad ogni pas, deemina un cammino aumentante, incrementando il
vdore dd fluso; l'dgoritmo 9 fema quando non esse piu dcun cammino aumentante,
regtituendo quindi anche un taglio di capacitaminima

Algoritmo Cammino_aumentante

Procedure Cammino_aumentante (G, s, t, x, v, Ns, Nb):
begin
v :=0; ottimo = fdo;
" )T Adox;:=0;
repeat
if Trova Cammino(x, P, g, Ng , Ny);
then Aumenta Huso(x, P, q)
el se ottimo = vero
until otimo
end.

Andizziamo ora come deerminae un canmino aumentante da s a t, reaivamente a un
fluso x. La ricerca pud essere effettuata tramite una vista dd grafo, patendo da s in cui S
permette di percorrere un aco lungo il suo verso solo se non é sauro, e nel verso opposto solo
Se non e vuoto.

Utilizziamo una procedura di vista dd grafo modificata in modo che determini il cammino
aumentante  la sua cgpacita, memorizzando per ciascun nodo raggiunto nella vista la capacita
ddl'unico cammino da s d nodo sull'dbero ddla vista T, = (s , A ). Se, d termine della visita,
s ha t1 N,d édaeminao un canmino aumentante (e la sua capacitd). Altrimenti s
ottiene un taglio (N5, N; ), con N, = N\ N, che come modreemo in seguito, € un taglio di
cgpacitaminima

La procedura Trova_Cammino deve determinare 2 esste un cammino aumentante da s a t,
dato il flusso x. Se il cammino esse, Trova Cammino redtituisce vero e fornisce il cammino P
e la sua capacitay dtrimenti  redtituisce faso e fornisce un taglio, (Ns , N), di cgpadita minima
Tde procedura € sodanzidmente una procedura di vista La procedura Aumenta Flusso

aggiornail flusso x inviando sul cammino P un ulteriore quantita di flusso q.
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E fadle verificare che l'dgoritmo Cammino_aumentante nd caso in cui le cgpacdita Sano
intere, ha complessita O(mnU), con U = max { u; : (; ) T A }. Infati, s la soluzione x &
intera (e la luzione inizide lo e cetamente), dlora anche q(P;, X) € intera, e quindi anche X’
lo sy& di consguenza, ad ogni iterazione (a pate l'ulim@) il vadore dd fluso viene
aumentato di dmeno una unita nU e una maggioraziore ddla capacita dd teglio ({g§ NYs}), e
pertanto anche ddla capacita minima dei tagli, e di conseguenza anche dd massmo vaore de
flusso; pertanto il numero di iterazioni sara limitato superiormente da nU, ed ogni iterazione ha
complessita O(m). Ossarviamo che 9§ trata di una complessta pseudopolinomide, essendo U
un deto di input de problema.

Riportiamo la procedura di ricerca di un cammino amentante, che chiameremo
Cammino_aumentante.

Procedure Cammino_aumentante(s,t,x,P,q,Ns,Nt,ottimo):

begin
ottimo = false; for i :=1ton doF[i] :=0; {inizidizzazione}
Pls] :=nil; d[s] :=M; Q:={s}; Ns:=;
repeat
select i from Q; Q:=Q\ {i}; Ns:= NsE{i}; {'selezione erimozione di un nodo da Q}
for each (ij)T FS(i) do { esplorazione della stellauscente di i}
if P[j] =0andx[i,j] <u[i,j] then {l'arco (i,j) permette di raggiungereil
begin nodo j con un cammino aumentante}
Ml :==i; Q:=QE{j}
if d[i] <u[ij]-x[ij] thend[j] :=d[i] {determinazione dellamassima
else d[j] :=u[ij]-x[i,j)] variazione di flussodasaj}
end;
for each (j,i) 1 BS(i)do {esplorazione dellastellaentranteini}
if P[j] =0and x{j,i] >0then {I'arco (j,i) permette di raggiungereil
begin . nodo j con un cammino aumentante}
Hil:=-;Q:=QE {j}
if dfi] <x[j,i] thend[j] :=d[i] { determinazione della massma
else d[j] :=X][j,i] variazione di flusso dasaj}
end
untilQ=gor At} ¢ O
if P[t]* O thenq:=d[t] {set é stato raggiunto, si determinaq}
else begin
ottimo :=true; Nt := N\ Ns {si costruisceil taglio di capacita
end minima (Ns,Nt)}
end.

La procedura Cammino_aumentante, che ha complessita in tempo O(m), riceve in ingreso
un fluso ammisshile x e redituisce un vettore P[] per descrivere il cammino aumentante

individuato, nel caso ne esga uno. La procedura utilizza un vettore d[.], in cui d[i] rappresenta
la capacita dd cammino aumentante pazide da s ad i, s i viene raggiunto durante
l'esplorazione. Nd caso venga raggiunto il nodo t, la procedura restituisce q = dft]; dtriment,
redituisce il taglio memorizzato negli indemi N; ed N, e segnda che il flusso € ottimo ponendo
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la vaiabile ottimo=true. Infaiti, per il modo in cui & data effettuata la vidta, tutti gli archi di A"
(Ns , N)) sono saturi, mentre tutti gli archi di A (N; , N) hanno flusso nullo; quindi x € un flusso
massmo. Ve pertanto:

Teorema 3

Dato un grafo orientato, sui cui archi siano definite delle capacita non negative, e su cui
siano individuati un nodo origine s ed un nodo destinazione t, il massmo valore del fluss
ammissibili dasat éuguale alla minima delle capacita del tagli ammissibili.

Ndl'dgoaritmo Cammino_aumentante il modo in cui  viene deeminao il cammino
aumentante non e specificato. A seconda di tde moddita § possono avere diverse versoni
ddl'dgoritmo, con diverse complessta e proprieta

L'dgoritmo di Edmonds & Kap € una implementazione di Cammino_aumentante, in cui, ad
ogni iterazione, viene determinato fra i cammini aumentanti uno con MiNimo numero di- archi.
Questo pud essere ottenuto determinando il cammino aumentante per mezzo di una vista a
ventaglio (FIFO) dd grafo. E posshile dimodrare che un quadsas aco (i, j) saurato
mediante un cammino di lunghezza k potra successvamente entrare a far pate solamente di
canmini aumentanti di lunghezza dmeno k +2; da questo € fadle deivare che l'dgoritmo di
Edmonds & Karp ha una complessita pienamente polinomide pai a O(nfn). Questo risultato &
particolarmente interessante perché vae anche nd caso in cui |e capacita non Sano intere.

Indichiamo con Aumenta flusso una procedura che incrementa dela quantita g(Ps X) il
flusso sul cammino aumentante Py , redituendo il nuovo flusso. Aumenta flusso, di complessita
O(n) viene chiamata se € dato determinato un cammino aumentante da s a t, descritto mediante
il vettore F[.].
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Procedure Aumenta_Flusso(s,t,x,P,q):

begin
ji=t {il cammino & percorso dat verso s}
whilej 1 sdo
if P[j] <Othen {sel'arco corrente & (j,i)}
begin {si decrementail flusso}
i:=-Pl];
X[,i] =x[,i] - q;
ji=i
end
else
begin {@trimenti, s incrementail flusso}
=Pl
X[ij] =xij] +a;
j=i
end
end

Algoritmo Flusso Massimo

La procedura Flusso massmo s basa aulla ricerca iterata di cammini aumentanti. |l flusso
inizide € nullo. La procedura ha termine quando viene determinato un taglio di capadita
minima vengono forniti il flusso massmo x, il suo vaore v el il taglio ottimo memorizzato ne
due vettori Ns ed N, .

Procedure Flusso_massimo(s;t,x,v,Ns,Nt):

begin
v :=0; ottimo ;= false; {inizidizzazione: si parte daunasoluzione}
for each (i)l A dox[i,j] :=0; {ammissibilee s applicaun agoritmodi }
repeat { ricercalocae€}

Cammino_aumentante(s,t,x,P,q,Ns,Nt,ottimo);  {ricercadel cammino aumentante}
if not ottimo then

begin {aumento del flusso}
Aumenta_Flusso(s;t,x,P,q);
Vi=V+(Q
if v > minflussothen return {branch & bound sull'albero delle decisioni}
end
until ottimo

end

Teorema 4

Se le capacita degli archi sono intere, la procedura Flusso massmo € corretta e ha

complessita pseudopolinomiale O(rJ), dove U = nmax{u;; : (,j) A}.
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Dim.

Applicazione dei Grafi

La procedura termina in un numero finito di iterazioni. Infaiti, ad ogni iterazione, il vdore v

de flusso corrente cresce drettamente di dmeno ununita (g3 1); s § indica con U* la

cgpacita, finitay dd taglio oftimo, segue che l'dgoritmo esegue d piu U* iteazioni. Dd
Teorema 3 discende dlora che d termine ddla procedura, viene individuato un flusso di
vadore massimo. Poiché ogni iterazione ha complessta O(m), ed essendo U* £U, s ha che la

complessitain tempo dela procedura e O(nl)).

Algoritmo Disconnecting_set

La procedura Disconnecting set § basa aulla ricarca iterata di tagli minimi tra coppie di
nod d cui uno e il nodo p d grado minimo. La procedura ha termine quando viene

determinato un disconnecting set minimo.

ProcedureDisconnecting_set ()
begin
minflusso :=0;
p := carica_grafo();

for i:=1tondo
if i <>pthen
begin
flusso := flusso_massimo(p,i,Nt ,Ns)
if flusso < minflusso then

begin
minflusso := flusso;
Ts:=Ns;
Tt :=Nt;

end

end
end

Francesco Crisci 12
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RAPPRESENTAZIONE DEL GRAFO IN MEMORIA

Sgppiamo che la druttura per lige di adiacenza pud essere anche semplificata sotto acune
ipotes, in generde fadlmente veificate, qudi: 1 nodi hano gli indid 1, 2, ..., n, gli achi
posono essre arbitrariamente ordinati, non 9 prevedono aggiunte di nuovi nodi ed achi, le
eventudi rimozioni temporanee di nodi ed achi possono essere fadlmente implementate
mediante linserimento di puntatori dinamici. In td caso le lide a puntatori de nodi e degli
arcchi possono essere agevolmente redizzate mediante vettori facendo corrispondere l'indice del
nodo o ddl'arcco con lindice ddla componente dd vettore contenente le informazioni relaive d
nodo o dl'arco.

Per redizzae la lida d adiecenza per ddle uscenti, con il minimo  Spazio-memoria,
abbiamo uilizzato un vettore, Nodi[.], ad n+l componeti, una per ogni hodo piu una
audliaria, ed un vettore, Sar[.], ad m componenti, una per ogni aco. Gli achi vengono
ordingti per gdle uscenti (cioe gli achi ddla gdla uscente di i+1 seguono gli achi della gdla
uscentedi i).

L'demento resmo dd primo vettore (i = 1,...,n), Nodi[i], contiene il puntaore d primo
aco ddla gdla uscente dd nodo i, cioé e l'indice dela componente di Sar[.] contenente il
nodo teta dd primo aco d FSi); s FSi) = @, dlora 9§ pone Nodi[i] = Nodi[i+1].
Owviamente Nodi[1]=1; il puntatore rdaivo d nodo fittizio n+l punta dl'mt+l-esmo arco
(arcofittizio).

Per conoscere la stella uscente dd nodo | badta effettuare una scansone del vettore Sar(.]
tra la podzione Nodi[i] e la pogzione Nodi[i + 1] - 1, ottenendo le teste degli archi aventi i
come coda. La gtdlla uscente e vuota se Nodi[i] = Nodi[i + 1].

L'occupazione di memoriadi questa rgppresentazione della liga di adiacenzaem+n+ 1.
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RAPPRESENTAZIONE DELLE LISTE

Sgppiamo che una lista q = [x1, X2,..., Xn] € Una sequenza di dementi arbitrari. Gli dementi x; e
Xn , le estremita dela liga, s0no anche detti rigpettivamente la testa e la coda ddla liga stessa
Denoteremo con [q| lacardindita n ddlaligaqg econ q[i] I'demento i esmo dellaligaq, coex; .

Una liga su cui dano definite le operazioni di ed insxzione in teda e di edrazione
ddlatesta & detta una pila; essafunzionain modo LIFO (last in first out).

Una liga su cu dano definite le operazioni di accesso in teda inserzione in coda e di
edrazione ddla teta € detta una fila (0 anche spesso coda); una fila funziona in modo HIFO
(firstinfirst out).

Accesso

in testa data la ligta g restituisce I'demento q[1];
in coda datalaligta q restituiscel'demento q[|qf;
Inserzione
in testa data laliga g el'demento x restituisce lanuovalisa[x] &q;
in coda datalaligaq el'demento x retituisce lanuovalita g& [X;
Estrazione
dallatestadatalalisa g restituisce I'demento q[1] e sodtituisce g con q[2...., [d[];
dalla coda datalalista g redtituisce I'demento q[|q[] e sostituisceq conq[1,..., |g--1].

Unalista pud essere rappresentata Sa per mezzo di un vettore chedi una struttura a puntatori.

Ad es=mpio, nd programma cammino_aumentante abbiamo rgppresentato I'ingeme Q come
una fila rgppresentata per mezzo dd vettore liga, mantenendo negli interi testa e coda lindice
rioettivamente de primo e ddl'ultimo demento ddla filg se la fila € vuota S pone testa = coda
Chiaramente, con questa rappresentazione, le operazioni proprie ddlafilarichiedono tempo O(1).

L'uso di vettori € una scdta ragionevole per rappresentare liste, purché § disponga di una
vadutazione (per eccesso) ufficientemente accurata ded massmo numero di dementi che ese
possono contenere, e purché non S debbano effettuare troppe operazioni quai la concatenazione di
liste 0 estrazioni di dementi in posizioni diverse ddle esremita
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APPENDICE: CLASS DI ALGORITMI UTILIZZATE

ALGORITMI ENUMERATIVI

Un algoritmo enumerativo € un dgoritmo che effettua una vista ssematica ed, in principio,
esaudivaddlo spazio ddle soluzioni.

L'indeme ddle soluzioni pud essere enumeao utilizzando un druttura ad dbero  denominata
albero dele decisoni.

Gli dgoritmi enumedivi  effetuano una egplorazione ddl'dbero ddle decisoni fino dla
determinazione di un nodo foglia che corrisponde ad una soluzione ottima.

Le drategie di vigtadel'abero di ricerca possono essere suddivise in due dlassi:

1) Srategie senza informazione (cieche o topologiche): S basano solo sulla topologia dela

luzione.

2) Srategie con informazione (guidae): 9 basano, dltre che aulla topologia anche s

infformazioni  riguardanti  la soluzione cercata, come ad esampio il vaore ddla funzione

obiettivo.

Quedi dgoritmi vengono chiamai enumerdivi per il fato che, dmeno nd caso peggiore,
portano dl’ enumerazione di tutte, 0 comungue di un gran numero di soluzioni ammissibili.

Questi metodi sono arthe noti con i seguenti nomi: enumerazione implicita, branch and bound,
ricerca euristica

Dao che il numero di nodi ddl'dbero dele decisoni cresce in modo esponenzide con la
dimensgone dd problema 9 ceaca di effetuare la vidta ddl'dbero in modo da esaminare un
numero il piu possbile piccolo di nodi. Per queto € importante la capacita di riconoscere
precocemente quando, proseguendo l'esame di un cammino oOltre un ceto nodo, non Sa piu
posshile trovare soluzioni interessanti: interi sottodberi possono cos essere scartati e considerdi
vigtati implidtamente Ad esempio, nd problema dd taglio minimo € inutile generare |l
sottoalbero di un ceato nodo pozzo t s la luzione parzide raggiunta assume un vaore di taglio
Quperiore a qudlo gia trovato per un dtro nodo teminde 9 pala dlora di dgoritmi di
enumerazione implicita

Tipicamente, il modo per determinare se un certo sottoadbero pud essere scatato € quelo di
cdcolare vautazioni inferiori (nd caso di problemi di minimo) sul vaore ddla soluzione ottima
dd sottoproblema corrigpondente a quel nodo. Questo viene fato risolvendo rilassamenti  del
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problema originde, cioe problemi con "meno vincdli" che risultino per questo moalto piu fadli da
riolvere. Se la vdutazione inferiore corrispondente ad un certo nodo (il vdore ddla soluzione
ottima dd rilassamento) € maggiore od ugude d vdore ddla migliore soluzione dd problema
originario correntemente  digoonibile, dlora il sottodbero pud non essare esaminato; e fadile
vedere, infatti, che nessuna soluzione ottima de problema pud corrigpondere ad una foglia ne
sottoal bero.

L'efficdenza degli dgoritmi di enumerazione implicita dipende da divers fatori, tra cui: il
metodo  utilizzato per ottenere  gpprossmazioni  inferiori, l'dgoritmo  eurigtico  utilizzato  per
ottenere soluzioni ammissihili, le regole per la sdezione dela vaiabile da usae e le regole per la
vista ddl'dbero ddle decisoni (quae de dives nodi ancora digponibili esaminare per primo).
Inoltre, € di grande importanza il modo eso con cui viene ddfinito I'dbero ddle decisoni: ad
uno stesso problema possono essere asocidi divers aberi delle decisoni.

Comunque, anche usando la migliore tra le draegie di ricerca, non § pud ma ecludere
leventudita di dovere esaminare tutti i nodi, o comunque una frazione condgente del'dbero ddle
decisoni.
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ALGORITMI DI RICERCA LOCALE

Gli dgoritmi di ricerca locde sono caaterizzati dd fato che, a patire da una soluzione
anmisshile per il problema in esame, codruiscono una successone di soluzioni “vidng'  ognuna
dla precedente, fino a che non ne viene determinata una che viene riconosciuta come “ottimo
loca€e" rigpetto ad un intorno opportunamente definito.

Il rudo degli dgoritmi di ricerca locde ndl'ottimizzazione nd discreto € paticolamente
rilevante: a questa classe gppartiene ad esempio I'dgoritmo dd Smplesso.

Un dgoritmo di ricercalocae e in generde cardterizzato ddle seguenti operazioni:

- 9 deemina una sdluzione ammisshile X, , di patenza, spesso, tde soluzione e codruita
usando un dgoritmo greedy.

- 9 deermina quindi una ssquenza di oluzioni ammisshbili, % , X ., X .., f&Mandos non
gopena una ddle soluzioni trovate viene riconosciuta come una soluzione ottima (oppure come un
"ottimo loca€").

Elemento caaterizzante di un dgoritmo di questo tipo e una traformazione s, che data una
soluzione, X, ddlla sequenza generata, fornisce la soluzione successvaXx.; =S (X ).

Uno schema generde di dgoritmo di ricercalocae e pertanto il seguente.

Procedure RICERCA_L OCALE(F,c,soluzione):
begin
X := AMMISSIBILE(F);
whiles(x) 1 xdo x:=s(X);
soluzione := X
end.

Dove F €& lindeme ddle posshili rigpode o soluzioni, cioe I'Inseme Ammisshile e
c : F ® R rappresentala Funzione Obiettivo.

S hax =s(X) quando |la soluzione corrente X viene riconosciuta come attima dall'agoritmo.

Cid non vuole dire necessariamente che la soluzione sSa redmente quela ottima, ma
semplicemente che soddisfa un prefissato criterio di ottimdita
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ALLEGATO 2: ESEMPI DI ESECUZIONE DEL PROGRAMMA

Applichiamo il programmaredizzaio d seguente grafo:
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INDIVIDUAZIONE DEL MINIMO NUMERO DI ARCHI CHE DISCONNETTONO UN GRAFO
CARICAMENTO DEL GRAFO

Immettere il numero di nodi ddl grafo : 15
immetti i nodi adiacenti a nodo 1 (0 =fine)
>4
> 11
> 12
> 0
immetti i nodi adiacenti d nodo 2 (0 =fine)
>3
> 7
> 14
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 3 (0 = fine)
> 2
> 7
> 14
> O
immetti i nodi adiacenti a nodo 4 (0 = fine)
>1
> 7
> 13
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 5 (0 = fine)
> 6
> 7
> 8
>9
> 15
>0
immetti i nodi adiacenti d nodo 6 (0 = fine)
>5
>9
-=>15
> 0
immetti i nodi adiacenti a nodo 7 (0 = fine)
> 2
>3
>4
> 5
> 8
> 13
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 8 (0 = fine)
> 5
> 7
>0
>0

Francesco Crisci 20 10/10/01



Laboratorio | Disconnessione di un grafo Applicazione dei Grafi

immetti i nodi adiacenti a nodo 9 (0 = fine)
> 5
> 06
> 8
>0
immetti i nodi adiacenti d nodo 10 (0 = fine)
> 11
> 12
> 13
>0
immetti i nodi adiacenti d nodo 11 (0 = fine)
>1
->10
> 12
> 0
immetti i nodi adiacenti d nodo 12 (0 = fine)
>1
-=>10
=>11
-=> 13
>0
immetti i nodi adiacenti d nodo 13 (0 = fine)
>4
>7
-=>10
> 12
>0
immetti i nodi adiacenti d nodo 14 (0 = fine)
> 2
>3
> 15
>0
immetti i nodi adiacenti d nodo 15 (0 = fine)
>5
> 6
> 14
>0

Il nodo di grado minimo € il numero 1

Individuazione del minimo disconnecting set

Il minimo numero di archi che disconnette il grafo € 2

I taglio minimo formato ddl'arc connectivity € cogtituito dai seguenti insemi di nodi :
Ns={ 1410111213}
Nt={ 23567891415}

premere un tasto per finire programma
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Otteniamo, in tal modo, I'arc connectivity - codlituito dagli archi pitl marcati - che daorigined

taglio minimo formeto dagli ingemi di nodi racchiug trale linee tratteggiae.

e —————

-
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ESEMPIO DI GRAFO COMPLETO

Verifichiamo il comportamento del'dgoritmo nel caso di trattamento di un grafo completo.
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INDIVIDUAZIONE DEL MINIMO NUMERO DI ARCHI CHE DISCONNETTONO UN GRAFO
CARICAMENTO DEL GRAFO

Immettere il numero di nodi del grafo : 10
immetti i nodi adiacenti a nodo 1 (0 =fine)
->2
>3
>4
->5
>0
>7
->8
> 9
->10
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 2 (0 = fine)
>1
> 3
>4
>5
->6
>7
->8
->9
->10
> O
immetti i nodi adiacenti a nodo 3 (0 = fine)
>1
>2
>4
->5
> 6
>7
->8
->9
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 4 (0 = fine)
>1
>2
>3
>5
->6
>7
->8
> 9
->10
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 5 (0 = fine)
>1
>2
>3
>4
> 6
>7
->8
->9
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->10
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 6 (0 = fine)
>1
>2
>3
>4
->5
>7
->8
->9
->10
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 7 (0 =fine)
>1
>2
>3
>4
> 5
> 6
->8
->9
->10
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 8 (0 = fine)
>1
>2
>3
>4
->5
>0
>7
> 9
->10
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 9 (0 = fine)
>1
>2
>3
>4
->5
->6
->7
->8
->10
> 0
immetti i nodi adiacenti al nodo 10 (0 =fine)
>1
>2
>3
>4
->5
>0
>7
> 8
->9
>0
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I nodo di grado minimo €'il numero 1

Individuazione del minimo disconnecting set

I minimo numero di archi che disconnetteil grafo € 9

Il taglio minimo formato dall'arc connectivity €' costituito dai seguenti insiemi di nodi:
Ns={1}
Nt={ 2345678910}

premere un tasto per finire programma
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ESEMPIO DI GRAFO COMPLETO CON UN'APPENDICE
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INDIVIDUAZIONE DEL MINIMO NUMERO DI ARCHI CHE DISCONNETTONO UN GRAFO
CARICAMENTO DEL GRAFO

Immettere il numero di nodi del grafo: 11
immetti i nodi adiacenti a nodo 1 (0 =fine)
->2
>3
>4
->5
>0
>7
->8
> 9
->10
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 2 (0 = fine)
>1
> 3
>4
>5
->6
>7
->8
->9
->10
> O
immetti i nodi adiacenti a nodo 3 (0 = fine)
>1
>2
>4
->5
> 6
>7
->8
->9
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 4 (0 = fine)
>1
>2
>3
>5
->6
>7
->8
> 9
->10
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 5 (0 = fine)
>1
>2
>3
>4
> 6
>7
->8
->9
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->10
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 6 (0 = fine)
>1
>2
>3
>4
->5
>7
->8
->9
->10
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 7 (0 =fine)
>1
>2
>3
>4
> 5
> 6
->8
->9
->10
>0
immetti i nodi adiacenti al nodo 8 (0 =fine)
>1
>2
>3
>4
->5
>0
>7
> 9
->10
>0
immetti i nodi adiacenti a nodo 9 (0 = fine)
>1
>2
>3
>4
->5
->6
->7
->8
->10
> 0
immetti i nodi adiacenti a nodo 10 (O = fine)
>1
>2
>3
>4
->5
>0
>7
> 8
->9
>11
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>0
immetti i nodi adiacenti al nodo 11 (0 = fine)
->10
>0
I nodo di grado minimo €' il numero 11
Individuazione del minimo disconnecting set
I minimo numero di archi che disconnetteil grafo €' 1

I1 taglio minimo formato dall'arc connectivity €' costituito dai seguenti insiemi di nodi:

Ns={ 11}
Nt={ 12345678910}

premere un tasto per finire programma
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