E. Fabri dicembre 2012

Irraggiamento esatto di un oscillatore

Impostazione del problema

Descrivo il calcolo esatto, quindi relativistico, della potenza media irraggiata
da un oscillatore armonico. Lo scopo € quello di confrontare con lo sviluppo in
multipoli.

La formula di partenza e la potenza istantanea data dalla [14.26] di Jack-
son) adattata al SI:

Z 2
W = 09 76a2 (1)

dove ~ ha il solito significato, e a & l'accelerazione della carica. La formula
generale contiene un termine addizionale, che pero si annulla nel caso di moto
unidimensionale, in cui velocita e accelerazione sono parallele.

Come legge del moto assumo

z = A coswt

per cui
a=—w?A coswt. (2)
Per comodita definisco
p=4 3)
c

(si tratta della velocita massima) e allora

2 _ 1
7 1 — 32 sinwt’

Calcolo della potenza media

La potenza media si calcola sostituendo (2) e (4) in (1) e integrando su un

periodo:
T

—  Zyg* 1 2wt
W= 0q2_w4A2/ O
6me T (I—BQSmet)

0
2

_ ZyPwtA? / cos?p
o 1272¢? (1- 32 sin2g0)3

de.
0

(T riferimenti a Jackson sono intesi per 'ed. italiana Zanichelli 2001.
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Tutto € dunque ridotto al calcolo di un integrale:

27

I:/( 8P dp. (5)
0

1—p52 siano)3
In App. 1 dimostro che
1-3p
- 4
(1= 52"
e di conseguenza
W — ZO 2 252(1__52)
127 1% (1 ﬁ2)3/2 '

Sviluppando la (6) in serie di potenze di [ si ottiene

_ (k+2)(
2w’ 2k+2
W= Z 92k+1( kl 5
Zo 2 4 64 2 g8 /
:m W+ 30+ 38°+ +oo) (6)

(1l raggio di convergenza della serie & 1, come ci si doveva aspettare.)

Si verifica facilmente che il primo termine della serie (6') coincide con la
classica espressione della radiazione di dipolo elettrico per il limite di piccola
ampiezza (0 < 1). Ci si puo chiedere se i termini successivi corrispondano ai
multipoli di ordine superiore; come vedremo, la risposta e no.

Sviluppo in multipoli

Per discutere lo sviluppo in multipoli mi appoggio sulla trattazione di Jack-
son. Nel caso che sto studiando sono presenti solo multipoli elettrici: come si
vede dalla [9.168] che non riporto, i coefficienti dei multipoli magnetici sono tutti
nulli. Quanto ai multipoli elettrici, i loro coefficienti sono dati dalla [9.167], che
riporto in forma semplificata, eliminando il termine che contiene l'intensita di
magnetizzazione (k = w/c):

ag(l,m) = (kr)] 4+ ik (r-J) jl(k:r)) dr. (7)

\/?/ lm(CQ le

La potenza irraggiata si ricava dalla [9.155]:



Nella (7) per o e J si debbono prendere le componenti di Fourier delle
distribuzioni di cariche e correnti, le cui espressioni per sorgenti in moto periodico
ma non sinusoidale sono date nell’Es. 9.1 di Jackson:

oo

( — QO + Z §R Qn —znwt} (9)

T
1 )
-7 / o(x, £) €t dt. ()
0

dove T' = 27 /w. Percio la (7) fornisce in realta, usando g,, J,, dei coefficien-
ti a,(l,m) (ho soppresso l'indice g, ormai superfluo). Inoltre riscrivendo la (7)
per a,, va ricordato che la frequenza & nw, e quindi al posto di k va sostituito nk.
La geometria dell’oscillatore assicura che esistono solo le componenti m = 0, per
cui d’ora in poi sopprimero anche I’'indice m.

L’espressione di a,, risulta quindi:

n2k? 2l + 1
2 \|ml(l+1)

/Pl(z/r) (c On %[rjl (nkr)] +ink (r-J,) i (nkr)) dr. (7)

e la (8) andra riscritta
27y

— 1
W==5> - lan |2 (8)

n,l

dove le somme su n, [ partono entrambe da 1. Il fattore 4 rispetto alla (8) deriva
dal fattore 2 nella (9).

Calcolo delle componenti di Fourier

Per il nostro oscillatore si ha
Q(xv Y, Z7t) — q5(£€) (5(2}) (S(Z —A COSWt)

e quindi per la (9):

on(z,y,2) =

T
2 /(5 z — A coswt) e dt
T

0

_ ( ) ( ) znwtl inwto
= Dy ) 1
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dove t1, to = T — t; sono le due radici (fra 0 e T') di coswt = z/A. (S’intende
che la (10) vale per |z| < A; altrimenti g, = 0.)
Proseguendo lo sviluppo:

on(z Z>:M008nwt:M
n\L, Y, W\/m 1 W\/m

dove T;, ¢ il polinomio di Chebyshev di prima specie.

Tu(2/4A) (11)

Passiamo a J. Solo la componente z non si annulla:

J.(x,y,2,t) = —w Aqd(x)d(y) 6(z — A coswt) sinwt

T
Ion(T,y, 2) = qu /5 z — A coswt) sinwt et dt
0
_Aqd(x)i(y)

= sinwty ™M 4 ginwts e
T+A2 — 22 ( ! 2
2i Aqd(x)d(y)

= — sin wtq sin nwt;

TVAT— 22
= 0% 5(2) (y) VA2 — 22 U,_1(2/A) (12)

TA

dove U, indica il polinomio di Chebyshev di seconda specie. L’ultima espressione
vale solo per n > 0, ma d’altra parte la riga sopra mostra che J,o = 0.

inwtg)

Calcolo dei coefficienti di multipolo

Per il calcolo dei coefficienti non c’e che da sostituire nella (7’) le espres-
sioni (11) e (12). Per evitare formule troppo lunghe, calcolero separatamente il
contributo di g e quello di J.

Contributo di o
La sostituzione diretta fornisce

o — cqn 'k 204+1 /dz Pi(z/]2]) (z/A) (dr [rjl(nkr)])

2mi ml(l+1)

r=|z|

Tenendo conto della parita di P, e di T;, si vede che il contributo di o ad a,;
si annulla se n e [ hanno parita opposte. Se invece la parita e la stessa, si puo
limitare I'integrale fra 0 e A, e allora Pj(z/|z|) = 1. Dunque:

cqn?k? 20+1 / Tn(2/A) d
nl v ml(l+1 \/1427»22 dZ[ZJlm 2 (13)



Usiamo ora lo sviluppo in serie di j;:
o0
‘ (_1)sx25+l
@) = 51 T AT )N
—~ sl (2s+ 20+ 1!

che sostituito nella (13) da:

b = can )2 20+1 / Tn(2/A)
™ vl ml(l+1 VAZ — 22

a4 Zi (=1)*(nkz)**
dz 251 (2s + 21 + )N

Ss=

_cqn?k? 2l+1 / T (2/A)
A

i ml(l+1 VAZ — 2

d 0 (_1)su23+l+1
@Z 28l (2s 20+ )

_cqn?k? 204+ 1 / Tn(2/A)
uy’ ml(l+1 VAZ — 2

i": (—1)*(2s + 1 + 1) ust!
pors 255! (2s + 20+ ! o

_cq | 2+1 / W(2/A) & ( 1)%(2s 4+ 1+ 1) (nk)?s+i+2 2
A

7Tl l+]. 2_22 PERY (28+2l+1)”
_ 20+1 Z )5(2s 4+ 1 + 1) (nk)2sti+2
B 7Tll+1 288l 25+2l+1)
A
2s—|—l
dz —— n(z A
O/ e Te/)
_ 20+1 Z )5(25 + 1+ 1) (nk)2sti+2 o
ml(l+1) 258' (25420 + 1)
1
2s—|—l
dv v
0
22 2541
cqgnk 2Z—|—1 2s+l+1) (nﬁ)
- Ko 2 14
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dove ho posto

Ky zo/dv i T, (v) (15)

e ho tenuto presente che kA coincide col § definito dalla (3). L’integrale (15)
¢ calcolato in App. 2. Sostituendo (A2.1) nella (14) si ottiene

cqn2k2 204+ 1
2 Tl(l+1)
s s+ (2s+1+1)!
> (i) T T (19

= sl(2s+ 20+ 1) [s+ 21 —n)|![s+ 5(1+n)]!
2s>n—lI

(nB)’

an] =

Contributo di J
Si procede allo stesso modo, usando la (12). Si ottiene

A
cqn’k* 20+ 1 |
nl = P o A 2
= Tomid \| 7l +1) /Zdz 1(2/12]) Un—1(2/4) 22 ji(nk|z|)
—A
34 20+1 ;i
cqn + |
= o A 2 .
mi A ml(l+1) /Zd’ZU 1(2/A) 22 ji(nkz)
0

(Anche il contributo di J ad a,; si annulla se n e [ hanno parita opposte.)

Proseguendo:
3k52ﬁ2 l ;
cqn 204+ 1
nl = dvU,_ 1 —?
nl e ml(l+1) /v v i v* ji(nfv)

0
1

_ CQnSk'QﬁQ 20+ 1 /?} doU 1 \/7 Z nﬁv)Qs—H

) ml(l+1) 255! ( 2s+2l—|—1)”
0
_ an3k2ﬁ2 20+ 1 Z nﬁ)Qs—l—l
T ml(l+1) 25 5! 2s+2z+ !

1
/dv Un—1(v)V1—0v? p2etitt
0

€l o, 12 142 20+1 *(nB)** (s +1)!
= nk n.2s 17
i (nf) (I +1) Z 2s+2l+1) 2o (17)



dove ho posto
1
Ly, :/dv VP U, (0) V1 — 02, (18)
0

Anche l'integrale (18) ¢ calcolato in App. 2. Sostituendo (A2.2) nella (17) si ot-
tiene

cqn’k? 20+1

_ 1+2
=g \wiaen ™Y
= 4 sl(2s+ 20+ 1) [s+1(l—n)+ 1! [s+ 3 +n)+1]!
2s>n—1—2
2.2
__cqnik 20+1 I
T2 \wii+y) (nf)
Z( 1 2ﬁ2)8/ (s"+1—1D1 (2 +1-1)!
—n
= 1 (s =12+ 20— ) [s' + F(L—n) |1 [s' + (L +n)]!
25’27n—l
2.2
_cqnik 20+1 !
T2 \wii+y) (nf)
s s(s+1—11(2s+1—-1)!
(_iTLQﬁQ) 1(2 2] — 1)! L — ! 1 I’ (19)
= sl (2s + Ns+2(l—n)![s+ 3(l+n)]!
QSZ_n—l
Somma dei due contributi
Sommando (16) e (19) si trova
27.2
cqn’k !
= 1) (20 + 1
on = G T D D) (06)
s +D)!'(2s+1—1)!
_1p232 (s . (20)
g( 4 )s!(2s+2l+1)![s—l—%(l—n)}![s—l—%(l—i—n)}!
2s>n—lI

Termini dominanti e casi semplici

Dalla (20) si vede che il termine dominante di a,; va come k8™, do-
ve m = max(n,l). I termini successivi crescono per potenze pari di 5. Quanto
alla potenza irraggiata, la (8') mostra che i diversi a,,; contribuiscono in modo
incoerente; il termine dominante per a,; va come k23?™, e i successivi vanno
anch’essi per potenze crescenti di 32.



Proviamo a studiare i termini pitt bassi della potenza, fino a 3°. Questi si
otterranno dai primi tre termini di a7, dai primi due di ags, e dal primo di asq,
di a3 e di ag3. Ponendo per brevita

cq

=5

abbiamo:

a11=2
V6

SR CR R
27\f

kQB (1 - _ﬁQ 22140 54 +)

as) = QK3 +
Qv 2 53
- k
Gs =~ KO
ass = 2V QR+

2 1.2 02 2 4
Wi = 4 20 QP K25 (1—%[& o)

War =15 Z0|QP KB (1- 287+ )
W1 = 1556 Zo |Q K25° +

1600
Wl?) = 4200 Z |Q|2k2ﬁ6
Was = £ 20 [QI? K2 5° +

e si vede che nella radiazione di dipolo ci sono termini dello stesso ordine del
quadrupolo e seguenti.

E dunque dimostrato che lo sviluppo in potenze di 8 non corrisponde allo
sviluppo in multipoli: ogni termine di multipolo (per una data armonica) ¢ una
serie di potenze in 3, mentre a ogni termine di dato ordine in 3 contribuiscono
pit multipoli e piu armoniche.

Sommando tutte le potenze parziali, e semplificando:

— Z
oD (s 3 30t )

che concorda con la (6") in tutti gli ordini calcolati.



Appendice 1: calcolo dell’integrale (5)

Per prima cosa pongo 1 = 2¢:

27 4m
1 (1 4+ cos? 11+

3 2 3
0 [1—%52(1—(:052@} 0 [1—%ﬁ2(1—cos¢)]
27 27
1+ cosy 4 1+ cosy
0/[2—ﬁ2(1—cos¢)]3 v B6o/(u+cos¢)3 v
dove )
= @ —1 (A1.1)

(osserviamo che p > 1).
Per calcolare 'integrale conviene partire da quest’altro:

2T
I
0
Infatti )
ooy dip
= 0/(u+ cos 0)?
2m

e di conseguenza

I= =5 2/ + (u=1) P (AL3)

L’integrale (A1.2) si calcola col metodo dei residui, previa sostituzio-

ne z = e'¥: p
2
Flu)=—-2i¢ — <
() Zj{22+2uz+1
K

dove K e la circonferenza di raggio 1 centrata nell’origine. Il denominatore ha
due zeri, dei quali solo uno ¢ interno a K e vale —u + /u? — 1; si trova cosi

27
Vi =1

9

F(u) =



Calcolando le derivate e sostituendo nella (A1.3) arrivo infine a

CAr (p-1)@u-1) 135
CE -y e

Appendice 2: calcolo degli integrali (15) e (17)

Per K,,, si parte con la sostituzione v = cos ¢:
w/2

Ky :/dcp cosPyp cos(nyp).

Dall’identita
1 Lp/2] p p
coslp = — cos(p —2q)p — ¢ ( >
2 qgo <Q) "\p/2
(dove €, = 1/2 se p & pari, = 0 se p & dispari) segue

cosPp cosnyp =
A » »
— ) —9g — _
oY Z (q) [cos(p — 2q +n)p + cos(p — 2¢ — n)p] — & (p/Q) CoS ng

q=0

Occorre ora integrare questa tra 0 e 7/2, ricordando che n e p hanno la
stessa parita, e che n > 0. Percio tutti i termini danno contributo nullo, escluso
quello con p — 2q —n = 0, che a sua volta si annulla se n > p. Risultato:

m p
= — < p. .
K,y TS ((p B n)/2) solose n<p (A2.1)

Stessa sostituzione per L):
w/2

Ly, :/dgo cosPTlp sin ¢ sin(nyp)

/2
- %/dgo cos? o [cos(n — 1)¢ — cos(n + 1)¢]

0
- %( —1,p+1 — n—|—1,p—|—1)
T

203 K@ —pn++12>/2> - (<pp—+7$/2>}

_ T _n p+2
2 p2\(p-n+2)/2)
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Tenendo conto della limitazione sugli argomenti dei coefficienti binomiali, si ha
in conclusione

T on ( p+2

Lpp= v —— 1 <p+2 A2.2
P2rtS p 42 (p—n+2)/2) solose n=pt (A22)
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